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健康な男性の心臓の大動脈弁開閉時に，心室中隔壁上を非線形興奮波の位相特異点が伝播する様子
を，超音波医療診断装置で観測したデータのモデル解析を行った。これらの多種多様な複雑な振る舞いを示
す非線形興奮波が，1 次元複素 Ginzburg-Landau 方程式(CGLE）モデルで説明できるかどうかを調べた。
心室中隔壁の厚さ方向に対する非線形興奮波の位相特異点の力学的特性の一部は，すでに CGLE の厳密解
の一つとして知られている Bekki-Nozaki（BN）ホール解で説明できることは実証されている（Bekki,
Harada, Kanai; JPSJ, 2012）ので，ここでは，心室中隔壁上の心尖部から心基部方向に対する非線形興奮
波の位相特異点の力学的特性を調べた結果について報告する。
. 序 論
これまで，非線形・非平衡開放系の臨界現象に対して，1 次元複素 del Ginzburg-Landau 方程式
(CGLE）モデルは重要な役割を果たして来た。複素スカラー場 c(x, t)に対する CGLE は(1,2,3,4)
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と書ける。ただし，5 個の実係数のうち，係数 pi＜0, g＞0 である。この CGLE は，非線形・非平衡臨界
点付近のパターン形成や振幅位相変化を記述する一般的なモデルとしてよく知られており，衝撃波型，ソ
リトン型，ダークソリトン（ホール解）型，間欠カオス的パターンなど，いろいろなパターンを示す(4,5)。
非線形力学系の位相特異点の力学特性は，非線形システムを数理的に理解する上で，重要な指標となる。
約30年前，1 次元 CGLE の解析的厳密解が発見され(6)，とりわけ，振幅の凹みを伴う伝播するヘテロク
リニックな位相特異点のダイナミックスを記述する厳密解は，Bekki-Nozaki（BN）ホール解(7)と呼ばれ
ている。これまで，このヘテロクリニックな BN ホール解の実験的検証は困難を極め，測定結果と BN
ホール解との定量的比較は十分ではなかった。直線上の幅の狭いセルを用いて，側壁加熱のシリコン油の
熱対流の実験で，Hopf 分岐点近傍で振幅の凹みを観測し，定性的に BN ホール解と比較されたが，鮮明
な臨界波数や位相の飛びなどが観測できていなかった。
心室中隔壁の厚さ（短軸）方向に対する非線形波の位相特異点の観測データの力学的特性が CGLE の
厳密解の一つとして知られている Bekki-Nozaki（BN）ホール解で説明できることは実証されている(8)の
で，ここでは，健康な人間の心臓の心筋運動による心尖部から心基部（ここでは長軸方向と呼ぶ）の方向
の非線形波のダイナミックスを測定したデータの力学的特性を調べる。この非線形波動の振る舞いを調べ
ることは，心臓疾患などの診断に役に立つことが予想されて，非常に重要である。測定原理は金井らの開
発した超音波の位相トラッキング法(9,10)による。超音波の周波数は，普通の医療器に用いるものと同じで
3.75 MHz である。このとき 1 波長は0.411 mm になり，対象の変位計測は，この波長程度の精度しか得
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Fig. 1 超音波による心室中隔壁（IVS）の 2 次元イメージのスナップショット（文献(9)より転載）。
国士舘大学紀要 情報科学 第36号（2015年)
られない。しかし，位相トラッキング法では，サブミクロンの細かな変位まで計測することが可能にな
り，高分解能の測定が実現されている。図 1 は，超音波による心室中隔壁（IVS）の 2 次元イメージであ
る(9)。ビームの方向を心尖部から心基部（ここでは長軸方向と呼ぶ）に向かってとり，それを x 軸とし，
ここでは，一つのビームに対して約2000個の測定点を配置させている。簡単のため，ここでは，ビーム
のスキャン方向，即ち，x 軸に対して垂直な方向は，測定点が少なく分解能が低いので固定して，x 軸
（ビーム）方向の空間 1 次元の振幅・位相データ解析を実行する。
. 心室中隔壁上の非線形興奮波の位相特異点の力学特性
ビームの方向に対して垂直な（スキャン）方向（図 1 参照）は，測定点が少なく分解能が低いので固
定して，x 軸（ビーム）方向の空間 1 次元の位相の典型的な空間プロフィールを，図 2 に示す。空間座標
x＝xh で，非線形興奮波の位相の飛び s[deg]が生成されている様子が示されている。以下，図 2 におけ
る位相の変曲点の空間座標 x＝xh を位相特異点と呼ぶことにする。
ベンジャミンフェアー不安定性条件が安定になるようなパラメータの場合は，CGLE の厳密解の一つ
である所謂 BN ホール解が自己形成される(7)。このとき，空間座標 x＜xh に対して片方の平面波の波数を
k1，x＞xh に対してもう一方の平面波の波数を k2 とすると，x＝xh 近傍で位相ジャンプ s≠p［rad］，振幅
ホールの速さ [h≠0 などが観察出来る。この BN ホール解は，2 つの平面波を x＝xh 近傍でヘテロクリニ
ック（heteroclinic）に接続し，恰もそれが波源として振る舞うような CGLE の厳密解である。ここで，
ヘテロクリニックな位相パターンとは，位相特異点の両側の 2 つの平面波の波数 k1, k2 を用いて，k1≠0
かつ k2≠0 かつ k1≠k2 を満たす位相のパターンであると定義する。一般に，ヘテロクリニックでない位
相欠陥のパターンは多種多様存在することに注意しなければならない。しかしながら，図 2 に示されて
いる位相欠陥はヘテロクリニックではなくホモクリニックであることは，明らかである。ここで，ホモク
リニック軌道をとるような平面波解を狭義には k1＝k20 と定義し，それをホモクリニックホール解と呼
ぶことにする。図 2 に示されている位相の飛びに基づく非線形興奮波は，BN ホール解ではなくて，まさ
にホモクリニックホール解であることを示唆している。図 2 から，位相の空間プロフィールは，次のよ
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Fig. 2 第 1 心音直後の心室中隔壁上の 1 次元非線形興奮波の位相特異点の生成過程。各時系列の位相の空間分布パ
ターンは，下から上の順にとっている。
Fig. 3 第心音直後の心室中隔壁上の 1 次元非線形興奮波の位相特異点近傍の振幅の時空間プロフィール。興奮波
位相特異点付近の振幅の凹み（ホール）の生成過程が確かに観察できる。位相特異点近傍の空間座標は，図 2
に対応している領域である。
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うに仮定できる
U(x, t)＝a(t) tanh [b(x－xh)]＋U0. (2)
ただし，xh は位相特異点の空間座標，U0 と b は定数で，係数 a(t)は時刻 t の単調増加関数である。これ
らの値は，図 2 のデータから求めることができる。このとき，心室中隔壁上の非線形波の位相特異点 x＝
xh 近傍の局所的な波数 q(t)は，上式より，
q(t)＝
&
&x
U(x, t)＝a(t)b sech2 [b(x－xh)], (3)
―  ―
国士舘大学紀要 情報科学 第36号（2015年)
となる。図 3 は，非線形興奮波の位相特異点 x＝xh 近傍の振幅 |c(x, t)| の時空間プロフィールである。
興奮波位相特異点付近の振幅の凹み（ホール）の生成過程が確かに観察できる。この興奮波位相特異点付
近の振幅の凹みが，CGLE のホモクリニックホール型の解で説明できることを次に議論する。
. 複素ギンツバーグ－ランダウ方程式のホモクリニックホール解モデル
図 2 に示されているような 1 次元非線形興奮波の位相特異点近傍の位相の時空間プロフィールを，今
までに発見されている厳密解で説明することは難しいので，いろいろなタイプの数値解が研究されてい
る(11)。そこで，複素ギンツバーグ－ランダウ方程式(CGLE）モデルに対し，ホモクリニック軌道をとる
ような平面波解を仮定すると，3 つの実変数に対する 3 元連立常微分方程式系に逓減される(11)。まず，
進行波を次のように
c(x, t)＝ âc(x－ [t) exp [－ivt], (4)
と仮定して，CGLE(1)式に代入すると，
&ja(j)＝ka(j), (5)
&jz＝－z2＋
1－ic1
1＋c21
(－1－iv＋(1－ic3)a2－[z), (6)
z＝&j ln [c(x, t)]≡k＋iq, (7)
を得る。ただし，j≡x－[t, a≡| âc|。また，式(1)の係数は，c1＝pr, c3＝qr とおいて，他の係数は，簡単
のため，pi＝－1, qi＝1, g＝1 のように固定した。式(5)から(7)より，a(j)は振幅，k(j)は対数振幅の変
化率，q(j)は局所波数を表していると解釈出来る。固定点は，上式より，(a, k, q)＝(1, 0, 0)および v＝
－c3 となる。
いろいろなパラメータに対する CGLE のシミュレーションにおいて，ヘテロクリニックな BN ホール
解以外のいろいろな数値解が存在する。シューティングアルゴリズムで，ホモクリニック軌道をとるよう
な数値解であるホモクリニックホール解を見つけることが出来る(11)。一般に，ヘテロクリニックでない
位相欠陥が必ずしも狭義のホモクリニック位相欠陥とは限らないので，ヘテロクリニックでない k1≠0 か
つ k2≠0 かつ k1＝k2 を満たす広義のホモクリニックホール解も存在する。また，ホモクリニックホール
解が存在するようなパラメータ(11)に対して，CGLE のシミュレーションを実行すると，その振幅のパ
ターンは，振幅乱流パターンを示すので，ホモクリニック軌道は局所的にしか存在しないことに注意しな
ければならない。最近，内山と金野たちは，ヘテロクリニックでない位相欠陥を伴う振幅変調波の生成消
滅過程における統計則を調べた(12)。
式(5)から(7)を，あるパラメータ領域(11)において，数値的に解くと，図 4 のように，局所波数 q(j)と
振幅|c(j)|のパターンが得られる。図 4 は，ホモクリニック型のホール解の例で，ピークの局所波数 q
(jh)付近で振幅が凹むことを示している。なぜなら，位相特異点 jh の両側の平面波を空間平均（ブラケ
ット記号）した波数 k1, k2 は次のように近似できるからであるk1≡〈q(j)〉j0 かつ k2≡〈q(j)〉j0。従
って，このとき，
|q(j)|∝sech2 [b(j－jh)], (8)
が成り立つので，ホモクリニックホール解の振幅は，近似的に，
|c(j)| 1－q2, (9)
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Fig. 4 局所波数|q(j)|のピーク付近で振幅の凹み（ホール）が確かに観察できるヘテロクリニックでないホール解の
例。
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で評価できる。従って，式(3)と(9)より，a と b は既知なので，図 3 の興奮波位相特異点付近の振幅の凹
み（ホール）の生成過程が説明できることが分かる。即ち，第心音直後の心室中隔壁上のビーム方向の
非線形興奮波における位相特異点近傍の振幅・位相の時空間プロフィールは，複素ギンツバーグランダ
ウ方程式のホモクリニックホール解モデルで定性的に説明できることが示された。
. 結 論
東北大学大学院工学研究科のグループは，大動脈弁の開閉時において，心臓で自発的に発生した振動が
心臓壁を伝播する非線形興奮波を計測することに成功した(9,10)。即ち，高精度・高分解能の計測が可能な
超音波医療診断装置を開発して，健康な男性の心臓の大動脈弁開閉時に，心室中隔壁上を非線形波の位相
特異点が伝播する様子を観測した。我々は，そのデータの数理モデル解析を行った。これらの多種多様な
複雑な振る舞いを示す非線形興奮波の一部が，1 次元複素 Ginzburg-Landau 方程式（CGLE）モデルで説
明できるかどうかを調べた。心室中隔壁の厚さ方向に対する非線形波の位相特異点の力学的特性は，すで
に CGLE の厳密解の一つとして知られている Bekki-Nozaki（BN）ホール解で説明できることは実証さ
れている(8)ので，ここでは，心室中隔壁上の心尖部から心基部方向に対する非線形興奮波の位相特異点の
力学的特性について調べた。
本研究によって，第心音直後の心室中隔壁上のビーム方向の非線形興奮波において位相特異点近傍の
振幅・位相の時空間プロフィールは，複素ギンツバーグ－ランダウ方程式のホモクリニックホール解モデ
ルで定性的に説明できることが示された。これまで，心筋収縮系自体の粘弾性力学特性が加わった非線形
興奮波に対する BN ホール解やホモクリニックホール解の生成過程などが調べられてきたが，心筋細胞の
集団運動による波の織りなす BN ホール解やホモクリニック型ホール解以外のパターンの振る舞い，更に，
2 次元非線形興奮波の複雑なパターンの振る舞いは，未だ明らかではなく，今後の研究の重要な課題とし
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て残されている。
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